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Dieses Modul ermdglicht dir, alle wichtigen Aspekte
der Untersuchung ganzrationaler Funktionen, fur die
man keine Ableitung bendétigt, zu wiederholen und
intensiv zu Gben. Bevor du anfangst zu Gben, solltest
du eine spontane Selbsteinschétzung in Form einer
Schulnote von 1 bis 6 ab (erste Spalte in der Tab.).

Anschlieend kannst du in deinem Lerntagebuch die
Testaufgaben bearbeiten und mithilfe der ausfihrli-
chen Musterlésungen auswerten. So erkennst du
deine Starken und Schwaichen und kannst gezielt
die Standard- und die vertiefenden Aufgaben zu die-
sem Modul Gben.

Selbsteinschatzung

Spontane SE nach SE nach

Selbsteinschétzung | Bearbeitung der Bearbeitung des
(SE) Testaufgaben Moduls

1. Ich kann Potenzfunktionen vom Typ
f{x) = ax" ohne Wertetabelle skizzieren
und die Graphen von Potenzfunktionen
den zugehdrigen Funktionsgleichungen
zuordnen.

2. lch kann fehlende Koordinaten von Punk-
ten des Graphen einer Potenzfunktion i
mithilfe ihrer Funktionsgleichung bestim-
men.

3. lch kann zu zwei gegebenen Punkten die
Funktionsgleichung der Potenzfunktion
des Typs f(x) = ax" bestimmen.

4. Ich kann zu einer gegebenen ganzra-
tionalen Funktion f das Verhalten far
x gegen unendlich bzw. x gegen minus
unendlich bestimmen.

5. Ich kann am Funktionsterm einer ganzrati-
onalen Funktion f bestimmen, ob ihr Graph
achsensymmetrisch zur y-Achse oder
punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

6. Ich kann die Nullstellen einer ganzratio-
nalen Funktion durch Ausklammern und
Ablesen bestimmen, falls sich der Funkti-
onsterm als Produkt darstellen lésst.

7. leh kann quadratische Gleichungen mithil-
fe der pg-Formel lésen.

8. Ich kann die Nullstellen einer ganzratio-
nalen Funktion durch Substitution bestim-
men, falls der Funktionsterm in der Form
f(x) = ax* + bx? + c vorliegt.

9. Ich kann zu einer Funktion g, die durch
Verschiebung und Streckung aus einer
bekannten Funktion f hervorgeht, den
zugehdrigen Graphen skizzieren bzw. die
zugehorige Funktionsgleichung finden.
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Die Aufgaben 1-9 beziehen sich auf die Punkte 1-9 der Selbsteinschatzung. Bearbeite die Aufgaben und
kontrolliere dann deine Losung mithilfe der Musterlosungen auf den folgenden Seiten.

1 a) Skizziere die Graphen der folgenden Potenz-
funktionen in das untere Koordinatensystem.

0 fo)=x3 ) fx)=-x*
) £ = -2x° (V) f(x)=0,5x8
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b) Ordne jedem Graphen eine passende Gleichung
Zu.

(1) f(x) =2x*
(4) f(x) = -2x*

(2) f(x) = x5
(5) f(x) = -x7

(3) f(x) = -0,5x3
(6) f(x) = 0,5x°
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2 Berechne die fehlenden Koordinaten der Punkte
des Graphen der Funktion f mit f(x) = 5x

a) A(2ly)y= b) A(x|405);

Xy = ,‘XZ'_‘

3 Bestimme zu den gegebenen Punkten A und B
die Gleichung der zugehdrigen Potenzfunktion.

A(11-2); 8(3]-3) f(x)=

4 Bestimme das Verhalten von f fir x — t=,
a) f(X)=3x"-4x*+5 b) f(x) = 0,25x° - 8x6 — x

a) X = +eo, f(x) > P X=> -0, f(X)>

b) X & +o0, f(x) > ;X -m, f(X)>

5 Untersuche die Symmetrieeigenschaften des
Graphen der Funktion f.

a) f)=-x0+06x8+10  b) f()=1xC+2x-7

a) b)

6 Bestimme die Nullstellen der Funktion f durch
Ablesen bzw. durch Ausklammern.
a) f)=x(x-4)2x+8) b)f(x)=12x-3x3

a) b)

7 Lsse die quadratische Gleichung.

3-5x=-x+4x? Xy = P Xp =

8 Bestimme die Nullstellen von f mithilfe einer
Substitution.

3

f(x)=2—'x“-§x2+2 N={ }

9 Der Graph und die Gleichung der Funktion f mit
f(x) = -3 + 3x + 2 sind gegeben. Bestimme die Glei-
chung der verschobenen Funktion g und skizziere
den Graphen von hmith(x) = -(x - 1 +3(x - 1) - 1.

g9(x) =
Graphen von f, g und h:

Viel Erfolg
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Kontrolliere mithilfe der folgenden Musterlgsungen deine Losungen der Testaufgaben. Fiihre dann eine er-
neute Selbsteinschatzung der wichtigsten Kompetenzen im Bereich Eigenschaften ganzrationaler Funktionen

durch.

1 Graphen und Gleichungen von Potenzfunktionen

a) Will man Potenzfunktionen ohne Wertetabelle skizzieren, muss man die gene-
rellen Verldufe der verschiedenen Typen von Potenzfunktionen kennen:

Potenzfunktionen mit geraden
Exponenten
YA

) =x3

Der Graph verlauft wie alle Graphen

mit ungeraden Exponenten und dem
Vorfaktor 1 durch die Punkte (-1]-1),
(010), (111) und zusétzlich durch den
Punkt (1,5]3,375).

(1) f(x) = —x*

Wegen des negativen Vorfaktors wird
der Graph von g mit g(x) = x* an der
x-Achse gespiegelt.

() f(x) = =2x°
Wegen des negativen Vorfaktors wird
der Graph von g mit g(x) = x° an der

x-Achse gespiegelt und mit dem Faktor

2 gestreckt, d.h., der Graph der Funkti-
on f mit f(x) = -2x° geht durch den
Punkt (1]-2).

(IV) f(x) = 0,5x8

Der Graph von g mit g(x) = x® wird mit
dem Faktor 0,5 gestaucht, d.h., der
Graph der Funktion f mit f(x) = 0,5x®
geht durch den Punkt (1]0,5).

Potenzfunktionen mit ungeraden
Exponenten

. :_3__ L

Graph zu (I)
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Potenzfunktion 2
Exponent |

f0x) = ax"

Vorfaktor /
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Graphen skizzieren
1. Exponent und Vorfaktor

- anschauen und dem entspre- |

chenden Typ zuordnen. |
2. Vorfaktor anschauen und |

ggf. den Punkt (1]y) eintra-

gen. '

3. Einen weiteren Punkt z.B. é
(2]y) im Kopf bestimmen, ins |
Koordinatensystem eintragen %
und Graphen skizzieren. |

i
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b) Graph | gehort zu einer Potenzfunktion mit geradem Exponenten und posi-
tivem Vorfaktor, also kommen nur Gleichung (1) und Gleichung (2) infrage. Da der
Graph durch den Punkt (1|1) geht, wird der Graph | der Gleichung (2) zugeordnet.

Graph Il gehort zu einer Potenzfunktion mit ungeradem Exponenten und nega-
tivem Vorfaktor, also kommen nur Gleichung (3) und Gleichung (5) infrage. Da der
Graph durch den Punkt (1]-0,5) geht, wird der Graph Il der Gleichung (3) zuge-
ordnet.

Graph Il gehort zu einer Potenzfunktion mit ungeradem Exponenten und posi-
tivem Vorfaktor, also kommt nur die Gleichung (6) infrage. Der Graph geht durch
den Punkt (1]0,5), was ebenfalls fiir diese Zuordnung spricht.

Graph IV gehort zu einer Potenzfunktion mit geradem Exponenten und nega-
tivem Vorfaktor, also kommt nur die Gleichung (4) infrage. Der Graph geht durch
den Punkt (1|-2), was ebenfalls fiir diese Zuordnung spricht.

2 Berechnung von Punkten von Potenzfunktionen
a) Der x-Wert des Punktes A ist gege- b) Der y-Wert des Punktes A ist gege-
ben. Dieser Wert x = 2 wird in die Funk-  ben. Dieser Wert y = 405 wird in die
tionsgleichung von f eingesetzt: Gleichung y = 5x* eingesetzt:
f(2)=5-2%=80. 405=5-x" | :5
Also ist der Punkt A(2[80) ein Punkt 81=x* Iy
des Graphen von f. 3=x oder-3=x
Also sind die Punkte A(3]405) und
B(-31405) Punkte des Graphen von f.

3 Funktionsgleichungen von Potenzfunktionen bestimmen
Die allgemeine Funktionsgleichung einer Potenzfunktion lautet f(x) = ax".

Die Punkte A und B werden nun in die allgemeine Funktionsgleichung eingesetzt:

A(1]-2) einsetzen: -2=a-1"=a, alsoa=-2
B(% —%) einsetzen: -% =-2- (%]n |:(=2)
1_ /1
s=(2l
Da {%]3 = %, muss n = 3 gelten.
Oder man verwendet den Logarithmus: Ig(%) =n- Ig(% | :Ig(%)
Ig[1
n= —5') =3
Ig(3)

Damit erhalt man: f(x) = -2x3.

4 verhalten von ganzrationalen Funktionen fiir x — =
a)fO)=3x"-4x*+5 b) f(x) = 0,25x> - 8x® - x
Fiir das Verhalten von f fiir x = += ist Fiir das Verhalten von f fiir x — = ist
nur der Summand mit dem gréfiten nur der Summand mit dem gréfiten
Exponenten entscheidend. Das Verhal-  Exponenten entscheidend. Das Verhal-
ten von f fiir x — += wird also durch ten von f flir x = o wird also durch
den Summanden 3x’ bestimmt. Dieser  den Summanden -8 x® bestimmt. Die-
Summand strebt fiir x = +~ gegen +«»  ser Summand strebt fur x — +» gegen
und flir x — -« gegen -, also verhalt -« und fiir x - -= gegen -, also ver-
sich f ebenso: halt sich f ebenso:

f(x) = +oflirx — += f(x) = - flirx = +=

f(x) = —oflirx —» - f(x) = —=flirx — -

Graph < Gleichung

Exponent
gerade ungerade ©

Koordinaten berechnen  ©

1. Gegebene Koordinate in die ©

Gleichung

y=ax" i

einsetzen. ,

2. Gleichung nach der unbe- |
kannten Variable auflésen

(ggf. Wurzelziehen).

R AT AT B e e e

Funktionsgleichung
bestimmen ;
1. Falls gegeben, Punkt (1]y) |
einsetzen, um a zu erhalten. |
2. Um n zu erhalten, Exponen-
tenvergleich oder Logarithmus
anwenden. :

e R T R T e

Beachte:
Fiir das Verhaiten von f
fiir x — t= jst £
nur der Summand mit dem
gréBten Exponenten [
entscheidend.
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5 Symmetrieeigenschaften des Graphen einer ganzrationalen Funktion i
% S s i X : Alle Exponenten gerade !
Um die Symmetrieeigenschaften des Graphen einer ganzrationalen Funktion zu = achsensymmetrisch zur |
bestimmen, reicht es aus, sich die Exponenten der einzelnen Summanden anzu- y-Achse ¢

schauen.

Sind alle Exponenten gerade (wobei der Exponent ,0” ebenfalls zu den ,geraden”
Zahlen zdhlt), ist der Graph der Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse.

Sind alle Exponenten ungerade, ist der Graph der Funktion punktsymmetrisch
zum Ursprung.

a) Wegen f(x) = -x" + 0,6 x® + 10 = -x"° + 0,6 x® + 10x° (denn x° = 1) besitzt der
Funktionsterm von f nur gerade Exponenten (10, 8 und 0).

Der Graph von f ist also achsensymmetrisch zur y-Achse.

b) Wegen f(x) = %xs +2x-7= %xs +2x" - 7x° (denn x" = x) besitzt der Funktions-

term von f die ungeraden Exponenten 5 und 1 und den geraden Exponenten 0.
Der Graph von f ist also weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsym-
metrisch zum Ursprung.

6 Nulistellen durch Ausklammern und Ablesen bestimmen

a) f(x) =x(x - 4)(2x + 8) b) f(x) =12x - 3x3

Da der Funktionsterm von f bereits in Die Nullstellen lassen sich nicht direkt
Faktoren, die linear sind, zerlegt ist, ablesen. Zunachst einmal wird ein
konnen die Nullstellen von f direkt ab-
gelesen werden.

Man muss die x-Werte so bestimmen,
dass jeweils einer der drei Faktoren
null wird.

Die Nullstellen sind also 0, 4 und -4.

Das ist der Term 3 x, da er sowohl Teiler
des ersten Summanden als auch des
zweiten Summanden ist.

f(x) =12x-3x3=3x(4 - x?)

Der zweite Faktor kann mit der 3. bino-
mischen Formel umgeformt werden:
f(x) =3x(4-x2) =3x(2+x)(2 - X).

Die Nullstellen von f sind also 0, -2 und
2.

Alternativ kann man auch die Glei-
chung 4 - x2 = 0 Isen.

7 Quadratische Gleichungen mithilfe der pg-Formel lésen
Die quadratische Gleichung muss zunachst in die Form x2 + px + q = 0 gebracht
werden, damit anschlieBend die pg-Formel angewandt werden kann.

3-5x=-x+4x? | +5x-3
0=4x2+4x~-3 | :4
x2+x—,3;=0;p=1undq=-%
_1 2, 3
xz=-3Y(-3f +3
__1,.i.3
X272 V4%
x1’2=-%i\ﬁ
Xjp= =71

»grofitmoglicher” Term ausgeklammert.

Alle Exponenten ungerade
= punktsymmetrisch zum |
Ursprung

Beachte:
X =1

x'=x

TR (e i S

R R N SE T A

Nulistellen durch Ablesen |
f mit i

fx)=(x-a)(x-b)(x-¢)

besitzt die Nullstellen a, b
und c.

7 A o MR 37 Al A0 Y R PO A G

Quadratische Gleichungen
I6sen §
1. Gleichung in die Form |
X2+ px +q =0 bringen.
2. p und q ablesen und in
pq-Formel einsetzen:

p PR
T
3. Ergebnisse berechnen.

e TR R gy
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8 Nullstellen mithilfe von Substitution bestimmen T
. . . . s Y 2 Nulistellen mithilfe der

Die Funktionsgleichung der Funktion f ist in der Form f(x) = ax® + bx* + c gege- Substitution z = 3 2
ben. Die Nullstellen lassen sich mithilfe der Substitution x? = z und anschlie- berechnen !
Render Anwendung der pg-Formel bestimmen. 1. Gleichung besitzt die Form

. . . . O=ax*+bi +c
Um die Nullstellen von f zu bestimmen, muss die Gleichung 2. Substitution z = £ durch- B
f(x) = 3x* - 3x2 + 2 = 0 geldst werden. fiihren. :

L. . . 3. Losungen fiir z mit der pg- §

Nach der Substitution x? = z ergibt sich: Formel berechien.

122 -32+2=0 |-4

22 -62+8=0 p=-6undq=8
zu=3im
2,,=3:V1=311
2,=2;2;,=4

Jetzt muss die Substitution wieder riickgangig gemacht werden, also das z wieder
durch x? ersetzt werden, um dann die x-Werte zu bestimmen, die die Ausgangs-
gleichung erfiillen.

Es ergibt sich:
x2=2 oder x2=4 | Wurzelziehen
X4 =V2; x2=—\E; X3=2; X, =-2

Die Funktion f besitzt also vier Nullstellen, namlich -2, —\E, V2 und 2.

9 Zuordnung Graph «— Gleichung einer ganzrationalen Funktion
Funktionsgleichung von g:
Wird der Graph der Funktion f um zwei Einheiten nach links und um eine Einheit
nach oben verschoben, erhdlt man offensichtlich den Graphen der Funktion g.
Die Verschiebung um eine Einheit nach oben bewirkt in der Funktionsgleichung
den zusatzlichen Summanden +1, wohingegen die Verschiebung um zwei Ein-
heiten nach links fiir die Funktionsgleichung bedeutet, dass anstelle des Argu-
ments x das Argument (x + 2) steht.
Es ergibt sich also die Funktionsgleichung
g() =f(x+2)+1

=-(x+2P+3(x+2)+2+1
~(x*+6x2+12x+8)+3x+6+3
-x3-6x2-12x-8+3x+9
=-x3-6x2-9x+1

Graph von h:

Der Funktionsgleichung von h kann man
entnehmen, dass der Graph von h durch
Verschiebung des Graphen von f um
eine Einheit nach rechts und um drei
Einheiten nach unten entsteht, denn das
Argument der Funktion h ist ,x - 1" statt
nur x“und zudemist+2 -3 =-1.

4. Substitution riickgéingig
machen, d.h., z durch x* er-
setzen.

5. Losungen fiir x, falls

mdglich, durch Wurzelziehen |

g
4

berechnen.
Zusammenhang von Graph
und Gleichung

gx)=f(x-d)+e

== Der Graph von g entsteht |

durch das Verschieben des
Graphen von f um d Einheiten

in x-Richtung und um e Ein- ©

heiten in y-Richtung.




